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PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Parcijalne diferencijalne jednadZbe proizlaze iz raznih problema u fizici 1 u geometriji kada
funkcije koje promatramo zavise o dvije ili viSe nezavisnih varijabli. Te varijable mogu biti
vrijeme 1 jedna ili viSe prostornih koordinata.

Ov$a$j rad ce biti posvecen nekim najvaznijim parcijalnim diferencijalnim jednadzbama
koje se pojavljuju u primjenama. Izvest$i$ ¢emo ih iz fizikalnih $principa — nacela$ i
razmotriti metode za rjeSavanje problema s$a$ rubnim uvjetima.

1. OSNOVE

JednadZzba u kojoj se nalazi jedna ili viSe parcijalnih derivacija (nepoznate) funkcije naziva
se parcijalna diferencijalna jednadzba (PDJ). Red najvece derivacije naziva se red jednadzbe.

Kao i u slu¢aju obic¢ne diferencijalne jednadzbe ,$kazemo da je PDJ linearna ako je prvog
stupnja u varijabli i svim parcijalnim derivacijama. Ako svaki izraz u jednadZbi sadrzi
varijablu ili neku parcijalnu derivaciju kaZe se da je jednadZba homogena, u suprotnom je
nehomogena.

Primjeri nekih vaznijih PDJ-1 drugog reda su:

du_ ,0u

(D) — =¢ = jednodimenzionalna valna jednadZbe
ot ox
2
2) % =c’ % jednodimenzionalna toplinska jednadZba
X
2 2
3) 8_L21 + a—bzt =0 dvodim. Laplaceova jednadZba
ox~ dy
o’u du . . : N
4) e +§ = f(x,y) dvodim. Poissonova jednadZba
2 2 2
&) ou + ou, du_ 0  trodim. Laplaceova jednadZba

PP

U ovim primjerima ¢ je konstanta, ¢ je vrijeme, a x, y, z su Kartezijeve koordinate. Za
f #0 jednadzba (4) je nehomogena , dok su sve ostale homogene.

RjeSenje PDJ-a na nekom podrucju R prostora nezavisnih varijabli je funkcija koja ima
sve parcijalne derivacije koje se pojavljuju u jednadzbi i te parcijalne derivacije
zadovoljavaju jednadzbu na cijelom R.

Opcenito ukupan broj rjeSenja PDJ-a je vrlo velik.
Npr., funkcije:
u=x>— yz
u=e' cosy
u=In(x*+y?)



koje su medusobno potpuno razli¢ite$,$su rjeSenja dvodimenzionalna Laplaceove jednadZbe.

Kasnije ¢emo vidjeti da Ce se jedinstveno rjeSenje PDJ-a koje odgovara nekom fizikalnom
problemu dobiti koriste¢i dodatne uvjete koji proizlaze iz prirode problema. Npr. u nekim
slucajevima ¢e biti zadane vrijednosti rjeSenja na rubu neke domene (rubni uvijeti), dok ¢e u
drugim slu¢ajevima, kada je vrijeme jedna od varijabli, vrijednosti rjeSenja za ¢ =0 biti
zadana$(pocetni uvijeti).

Znamo da ako je obi¢na diferencijalna jednadZba linearna i homogena, onda se iz poznatih
rjeSenja nova mogu dobit$i$ superpozicijom. Za PDJ-¢ takoder vrijedi:

Teorem 1.
Ako su u,,u, rjeSenja neke homogene linearne PDJ na nekom podrucju tada je 1

u=cu,+c,u, ,gdje su c ic, konstante, takoder rjeSenje te jednadZbe na tom podrucju.

2. VIBRIRAJUCA NIT. 5
JEDNODIMENZIONALNA VALNA JEDNADZBA

Kao prvi vazan primjer PDJ-a izvedimo jednadzbu malih poprec¢nih titraja elasti¢ne niti
koja je rastegnuta na duljinu / i u¢vrS¢ena na krajevima. Neka je nit iskrivljena u trenutku
t =0, zatim otpuStena 1 puStena da vibrira. Zadatak je odrediti vibraciju tj. pronaci otklon
u(t,x) uto€ki x ivremenu ¢ (slikal.). Kada izvodimo jednadzbu za neki fizikalni problem
obi¢no moramo uzeti pojednostavljujuce pretpostavke kako nam dobivena jednadZzba ne bi
bila prekomplicirana .

Slika 1. Vibrirajuca nit

U ovom slucaju pretpostaviti ¢emo slijedece:

1.) Masa niti po jedinici duljine je konstantna( homogena) nit. Nit je savrSeno elasti¢na 1
ne pruza otpor savijanja.

2.) Napetost uzrokovana rastezanjem toliko je velika da moZemo zanemariti u¢inak
gravitacije

3.) Pomicanje niti je mala popre¢na vibracija u vertikalnoj ravnini tj. svaka Cestica niti
krece se strogo vertikalno te je nagib na bilo kojem dijelu niti mal$en$ po apsolutnoj
vrijednosti.

Ove pretpostavke su takve da mozemo ocekivati da Ce rjeSenje u(x,t)dobivene PDJ
dovoljno dobro opisivati vibraciju stvarne$( neidealizirane ) niti.



Kako bi$smo$ dobili diferencijalnu jednadZzbu promotrimo sile koje djeluju na mali dio
niti (slikal.) . Kako nema otpora savijanja, napetost je tangencijalna na krivulju niti. Neka su
T, 1 T, napetosti u krajnjim tockama P 1 Q promatranog dijela niti. Kako nema kretanja u

horizontalnom smjeru, horizontalne komponente napetosti moraju biti konstantne. Koristec¢i
vektore prikazano na slici dobivamo:

(1) T, cosa =T, cos S =T = const.

U vertikalnom smjeru imamo dvije sile :
—T,sina i T,sin 3;
predznak minus pojavljuje se jer je komponenta u tocki P usmjerena prema dolje. Po drugom
Newtonovom zakonu rezultanta tih dviju sila jednaka je masi pAx promatranog dijela niti

2
N . u e . o
pomnoZenog sa akceleracijom 3 u nekoj tocki izmedu x i x+ Ax. Ovdje je p masa
t

nedeformirane niti po jedinice duljine, a Ax je duljina promatranog dijela niti. Dakle :

. . 9’
T,sin B—T, s1na':pra—Z
t
koristeci (1) dobivamo:
(2) . . 2
T,sinf Tsina _ tan f—tan & = pra_?
T,cos 8 T cosa T ot

tan i tan f su nagibi krivulje nitiu x i x+ Ax ,0dnosno:

(&tj . (&tj
tana=|— | itan f=| —
5x x 5'x x+Ax

Derivacije su parcijalne jer ovisi u u ovisiio 7. Dijele¢i (2) s Ax dobivamo:

() (o) ] o
Ax|\Sx )., \Ox) | T or

Kada Ax — 0 dobivamo linearnu homogenu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu:

2 2
AL —cza—u gdie je ¢’ L

3 gu_
©) o’ ox’ P

Ovaj izraz predstavlja jednodimenzionalnu valnu jednadzbu.

3. SEPARACIJA$VARIJABLI (METODA PRODUKTA)



Vidjeli smo da titranje elasti¢ne niti zadovoljava jednadzba:

2 2
AL —cza—u gdie je ¢’ L

1 gu_
& or’ ox’ P

Kako je nit u¢vrS¢ena na krajevima x=01 x =/ imamo dva rubna uvjeta:

(2) u(0,t)=0, u(l,t)=0 V't

Oblik gibanja niti ovisit$i$ ¢e o pocetnoj deformaciji f(x) u r=0 i pocetnoj brzini g(x). Dakle
imamo 1 dva pocetna uvjeta:

3) u(x,0) = f(x)
1
ou
4) El,zo =g(x)

Nas zadatak je pronaci rjeSenje jednadZbe koja zadovoljava gornje uvjete.

KORAK 1: Metodom separiranih varijabli dobit ¢emo dvije obi¢ne diferencijalne
jednadZbe. Metoda separiranih varijabli daje rjeSenja od (1) u obliku:

5 u(x,t)=F(x)G(1)

koja su produkti dviju funkcija svaka s$a$ jednom varijablom. Deriviranjem izraza$(5)
dobivamo:

o’u - . d'u .
U _FGiZhoFG
or’ ox*

gdje tockice oznacavaju derivacije po t, a crtice po x. UvrStav$ajuci-njem$ ovog izraza u (1)
imamo:

FG=cFG
dijele¢i s ¢’FG dobivamo:
6 _r
G F

Lijeva strana jednakosti ovisi samo o ¢, desna samo o x. Dakle oba izraza moraju biti
jednaka nekoj konstanti k

7
5 :—:k
cG F



$1-i$z cega odmah dobivamo dvije obi¢ne diferencijalne jednadZbe:

(6) F —kF=0

) G-ckG =0
U ovim jednadZbama k je joS uvijek proizvoljan.

KORAK 2:  Odredit$i$ ¢emo rjeSenje obi¢nih diferencijalnih jednadZbi koje zadovoljavaju
rubne uvjete.
Odredit$i$ ¢emo F'i G tako da u=FG zadovoljava:

u(0,1)=F(0)G(t)=0, u(l,t)=F()G({)=0 Vt

Ocito ako je G=0 , onda je i u=0 $to nije Sinteresantno- zanimljivo$,$dakle G # 0.
Zbog toga imamo:

(8) F(0)=0 , F()=0

Za k=0 opcenito rjeSenje je F =ax+b, paimamo i F=0 §to je takoder $neinteresantno$.
Za pozitivni k = > opée rjesenje je F = Ae** + Be ™ ,$pa ponovno iz rubnih uvjeta imamo
F=0
Dakle ostaje nam da je k<0 tj. k=-p°, pa dobivamo:

F' +p*F=0
Sto ima opce rjeSenje:

F(x)= Acos px+ Bsin px
Iz pocetnih uvjeta :
F(0)=A=01i F()=Bsinpl=0

$U-u$zimamo da je B # 0 jer bi u protivnom bilo F=0, dakle sin pl =0,$odakle je:
nw

9) p= e nell $$
Za B=1 dobivamo beskona¢no mnogo rjeSenja:
(10) Fn(x):sin%x nel $$

Sada je k ograni¢en na vrijednosti$(uzimajuci u obzir (7)) :

nw ?
i

Za takve k-ove dobivamo$(transformacijom (7)) jednadzbe:
G+22G=0 A, :#
Opce rjesenje je:

G,(t)=B, cos2nt+ B, sin At



Sada koristec¢i da je :
u,(x,1)=F,(x)G,(1)

dobivamo izraz:

(11) w (x,1)=(B, cos At +B sin A1) sin%x nel $$
koji predstavlja rjeSenja pocetne jednadzbe (1) koja zadovoljavaju rubne uvjete (2). Ove
funkcije zovu se svojstvene funkcije ili karakteristicne funkcije, a koeficijenti 4 = # su

svojstvene vrijednosti ili karakteristicne vrijednosti vibrirajuce niti. Skup {lﬂ |ne 0 } $$zove

se spektar.
Vidimo da svaki u, $predstavlja-opisuje????$ harmoni$cko-jsko$ $kretanje-gibanje$

.. A cn . e : : :
frekvencije —-= 2 ciklusa u jedinici vremena. To $kretanje$ se zove n-ti normalni mod

2z
niti. Za n=1 govorimo o temeljnom modu. Kako je
. NTTX [ 2] n—1
sin—=0 zax=—,—,..., l
[ non n

n-ti normalni mod ima n-1 ¢vor tj. fiksnu tocku niti (slika 2.).

Slika 2. Normalni modovi vibrirajuce niti

Slika 3. Drugi normalni mod za razli€ite vrijednosti t

Slika 3. prikazuje drugi normalni mod za razli¢ita vremena ¢. Nit ima oblik si$m-n$usoidnog
vala. Kada se lijevi dio niti pomi$¢é-¢$e dol$j$e, drugi dio niti se pomi$é-E$e prema gore.
Vrijedi 1 obratno.

Za ostale modove vrijedi sli¢no ponaSanje.

KORAK 3:  Sada ¢emo ukljuciti i pocetni uvjet.



Kako je pocetna jednadzba linearna 1 homogena iz TEOREMA 1. imamo da je suma od
kona¢no mnogo rjeSenja u, takoder rjesenje.
Kako bi$smo$ dobili rjeSenje koje zadovoljava pocetne uvjete promotrimo red:

(12) (o)=Y u,(x,0)= 3 (B, cos At + B, sin A1) sin%x

n=l1 n=1

Zbog (3) imamo:
(13) u(x0)=3 B, sin%mf(x)

Dakle, koeficijenti B, moraju biti izabrani tako da u(x,0) $podnese???$ razvoj u Fourierov
red od f{x) imamo:

1
(14) B, :%If(x)sinndex nel $$

Sli¢no deriviranjem (12) po ¢, tako da je zadovoljen uvjet (4) dobivamo:

ou

EL 0 {Z( —B A sinAt+B A, coslt)sm }L 0 ZB}L Sln——g(x)

Dakle B; moramo izabrati tako da za t=0, % bude Fourierov red od g(x).
t
2 nwx
B4, == [ g(x)sin=—"dx
Iy [
ili, posto je 4 = nTE imamo:

1
(15) Bj:ijg(x)sin”—”dx nel $$
Cnri:, l

Slijedi da je u(x,t) rjeSenje poCetne jednadzbe koje zadovoljava rubne i poCetne uvjete pod
uvjetom da red (12) konvergira 1 da konvergiraju redovi dobiveni deriviranjem reda (12)
2 2
dvaput$(po ¢lanovima) s obzirom na x i z i imaju sume a—? 1 ?) >
t

Dakle rjesenje (12) je Cisto formalni izraz i tek ga trebamo potvrditi. Zbog jednostavnosti

koje su neprekidne.
pogledajmo samo slucaj kada je g(x)=0. Tada je B, =0 iizraz (12) se reducira na:

(16) u(xr)=" B, cos Arsin 22 1=

n=l1 l ! l

Moguce je sumirati red tj. napisati ga u kona¢noj ili zatvorenoj formi.
Koristeci:



ecn®t . nxw 1| . |nxw . | nm
cosTtsme=§{s1n{7(x—ct)}+s1n{7(x+ct)H

za izraz (16)$dobivamo:

u(x,1) :%an sin {%(x—ct)}+%23n sin {%(x+ct)}
n=1 n=l1

Gornja dva reda dobivena su zamjenom x-ct i $x+ct u Furierov razvoj od f(x) pa je:

(17) | T «
u(x,t)zz[f (x—ct)+ f (x+ct)J

gdje je f neparno period$icko-no$ progirenje od f's periodom 21 (slika 4.).

N

-
X

" —7‘]4'_’—'_#_'_
D 1 o

Slika 4. Neparno period$i¢ko-no$ prosirenje od f(x)

Kako je f{x) neprekidna na [0,/] i jednaka nuli u rubnim to¢kama iz$???$ slijedi da je i
u(x,r) neprekidna. Deriviraju¢i vidimo da je u(x,t) rjeSenje ako je f(x) dvaput
diferencijabilna na <O,l > i ima jednostrane druge derivacije u $x=0i x=I- font??$ koje su
jednake nuli. Pod ovim uvjetima u (x,) je rjeSenje koje zadovoljava rubne i podetne uvjete.
Ako su f'(x) 1 f"(x) samo djelomicno neprekidne ili ako jednostrane derivacije nisu nula,
tada ¢e za svaki ¢ postojati konacno mnogo vrijednosti od x za koje druga derivacija od u ne

postoji. Osim u tim to¢kama valna jednadzba ¢e biti zadovoljena, a u(x,7) moZemo smatrati
rjeSenjem problema u Sirem smislu.



4. D' ALAMBERTOVO RJESENJE VALNE JEDNADZBE

Zanimljivo je primijetiti da rjeSenje iz prethodnog poglavlja mozemo $direktno-izravno$
dobiti transformacijom te jednadZbe

’u ,0u .. o, T
1 JU_p20U o ==
(D 2 =C o gdeje ¢ ;

na pogodan nacin, toc¢nije uvodeci nove nezavisne varijable:
2) v=Xx+ct, z=x—ct

Tada u postaje funkcija od viz, a derivacija u (1) mogu se izraziti preko derivacije s obzirom
na v iz .Takoder koristimo v, =1,z =1

u, =uy +tuz =u +u,
u, =, +tu,) =@, +u)v +u, +tu), z,
u, =u,+2u,_ +u,_

utt = C2 (uVV - 2uVZ’ + uZ’Z’)

Umetanjem ovih rezultata u (1) dobivamo:

3) ?
u, = ou =0
© dvoz
Integriranjem po z dobijemo:
du
—=h(v
v )

gdje je h(v) neka funkcija od v. Integriranjem po v dobiva se:
u=[h(w)dv+y(2)

gdje je ¥ (z) neka funkcija po z.

Kako je integral funkcija od v imamo:

u=pv)+y(z)
Zbog (2) imamo:

@) u(x,t)=@¢(x+ct)+y(x—ct)

ito je d' Alambertovo rjeSenje valne jednadzbe. Funkcije ¢ i ¥ mogu se odrediti iz pocetnih

uvjeta.
[lustrirajmo to u slu¢aju kada je pocetna brzina nula, a pocetna deformacija u(x,0)= f(x).

Diferenciramo izraz (4) i dobivamo:



(5 %:cgp'(xwt)—cy/'(x—ct)

gdje crtice oznaCavaju derivaciju s obzirom na cijeli argument. 1z (4) 1 (5) te poCetnih uvjeta
imamo:

u(x,0) =g (x)+y(x)=f(x)
u,(x,0)=co'(x)—cy'(x)=0
Iz posljednje jednadzbe je ¢'=y't). W =@+k, aiz ovoga i prve jednadZbe:
f—k

=

S ovakvim ¢ 1 ¥ rjeSenje (4) postaje:

(6) u(x,;):%[f(x+ct)+f(x—ct)]

5. JEDNODIMENZIONALNI TOPLINSKI TOK

Toplinski tok u homogenom tijelu zadovoljava toplinsku jednadzbu:

ou_ cVu , c=—
ot op
gdje je u(x,y, z,t) temperatura tijela, K toplinska vodljivost, o specifi¢na toplinai p gustoca

tijela. V> je Laplaceov operator te imamo da je :

’u d’u Jdu

Viu=—+—+
ox> 9y’ 97’

0 i %

Slika 5. Promatrana Sipka$(Zica)

presjeka ,$0d homogen$og-a$ materijala koji je orijentiran uzduz x —osi, te je bo¢no potpuno
izoliran$(slika 5.), tako da toplina protjeCe samo u smjeru x —osi. Tada u ovisi samo o x i
vremenu ¢ i toplinska jednadZba postaje jednodimenzionalna toplinska jednadzba:

g du_ .0
ot ox’
2
Dok u valnoj jednadZbi imamo drugu parcijalnu derivaciju od u po t, a—? u toplinskoj
1

jednadZbi pojavljuje se prva parcijalna derivacija aa_u . Vidjet$i$ ¢emo da se rjesenja
t

toplinske jednadZbe u potpunosti razlikuju od rjeSenja valne jednadZzbe iako se i jedna i druga



rjeSavaju metodom separiranih varijabli. Rijesit$i$ ¢emo toplinsku jednadzbu za neke vazne
tipove rubnih 1 pocetnih uvjeta.

Poc¢nimo sa slu¢ajem kada se krajevi x=0 i x=[ drZe na temperaturi $od nula???$. Tada su
rubni uvjeti :

(2) u@0,0)=0 u(l,t)=0 V¢t
Neka je f{x) poCetna temperatura Sipke. Tada je poCetni uvjet
3) u(x,0)= f(x)

gdje je f(x) zadana funkcija.
Odredimo rjeSenje toplinske jednadzbe$(2) koje zadovoljava gornje uvjete (2) i (3).

KORAK 1: Odredimo rjeSenja koja zadovoljavaju rubne uvjete koriste¢i metodu separiranih
varijabli. Po¢injemo od:

4) u(x,t)=F(x)G(1)

Deriviranjem i uvrStavanjem u pocetnu jednadzbu (1) dobivamo:

FG=cF'G
dijele¢i s ¢’FG dobivamo:
(5) G _f
G F

Izraz na lijevoj strani ovisi samo o ¢, dok izraz na desnoj strani ovisi samo o x pa
zaklju€ujemo da su oba izraza jednaka nekoj konstanti k. Lagano se pokazuje da za
k > 0 jedino rjeSenje u=FG koje zadovoljava rubne uvjete je u=0.

Zanegativni k =—p’ imamo:

G F ,
c’G - F -r
a odavde dvije obi¢ne diferencijalne ODJ:
(6) F +p’F=0
i
7 G+c*p’G=0

KORAK 2: Uzimamo da je opce rjeSenje od (6):
)] F(x)= Acos px+ Bsin px

1z rubnih uvjeta (2) imamo:
u(0,1)=F(0)G(()=0

u(l,t)=F()G(@)=0



Kako G=0 implicira u=0 zahtijevamo F(0)=01 F(l)=0. F(0)=A, pa je A=0, pa slijedi:
F(l)=Bsin pl
B #0 jer bi inace bilo F=0 . Dakle uvjet F(1)=0 povlaci:
sin p/ =0

odnosno

p:% nell $$

Za B=1 imamo rjeSenja:

F (x) :sin? nell $$

jednadZbe (6) koja zadovoljavaju rubne uvjete (2).

Za p= % druga ODJ (7) poprima oblik:

G+A2G=0 gdieje 4 = #
Opce rjesenje je :
G()=Be™" nel $$
gdje je B, konstanta.

Prema tome funkcije:
9) u, (x,0)=F (x)G, (t)=B, sinnTme_ﬂ“zt nell $$

su rjeSenja toplinske jednadZbe (1) koja zadovoljava rubne uvjete (2).

KORAK 3: Kako bi pronasli rjeSenja koja zadovoljavaju i po¢etne uvjete promotrimo red:
(10) u(x,n=Y B, sin%e‘m L4 =T
n=l1

Odavde 1 iz pocetnog uvjeta (3) imamo:

u(x,0)=>B, sin”T’”C - f(x)
n=1
Dakle, B, su koeficijenti u Fourierovom razvoju od f(x) ;

(11) B, =%jf(x)sin”lﬂdx nel $$



RjeSenja postoje ako je f{x) po dijelovima neprekidna na segmentu [O,l ] , te ima jednostrane
derivacije u svim to¢kama intervala <O,l > , tj. $P-p$od ovim uvjetima red (10) s koeficijentima

(11) je rjeSenje promatranog fizikalnog problema.

6. TOPLINSKI TOK U BESKONACNOJ SIPCI

Sada ¢emo promatrati rjeSenje toplinske jednadzbe:
du _ ,du

1 or_2Z”
M ot C8x2

u slucaju kada se Sipka proteZe u beskonac¢nost na obje strane ( te je kao 1 prije bo¢no
izolirana). U ovom slu¢aju nemamo rubnih uvjeta nego samo pocetni uvjet:

2) u(x,0)=f(x) xel$$

gdje f(x)zadana pocCetna temperatura Sipke.

Kako bi rijesili ovu jednadzbu pocinjemo kao 1 u prethodnom odjeljku. Uvrstimo
u(x,t)=F(x)G(t) upocetnu jednadzbu(1) dobijemo dvije ODIJ:

(3) F'+p’F=0
i

(4) G+ p*G=0
Funkcije:

F(x)= Acos px+ Bsin px

G(t)y=e“""
su rjeSenja tih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, gdje su $A i B — font??$ proizvoljne
konstante.
Slijedi da je:

(5) u(_x, t; p) =FG= (ACOS Px+Bsin px)e_czpzt

je rjeSenje pocetne jednadzbe (1).

Kao i u prethodnom odjeljku morali smo konstantu k =—p® odabrati tako da bude

negativna jer bi u suprotnom za rjeSenje imali rastucu eksponencijalnu funkciju koja nema
nikakvo fizikalno znacenje.



Bilo koji red funkcije (5)$dobiven uzimajuci za p viSekratnike nekog fiksnog broja dao bi
funkciju koja je period$i¢na-na$ u x za r=0. Kako f{x) opCenito nije period$i¢na-na$ prirodno
je u ovom slucaju koristiti Fourierov integral umjesto Fourierovog reda.

Kako su $A i B- font?$ proizvoljni moZemo ih smatrati funkcijama od $p-font?$ i pisati
A=A(p)1B=B(p).
Kako je toplinska jednadZba homogena i linearna, funkcija:

©6) u(x,t) = [u(x,; p)dp = [[A(p)cos px+ B(p)sin px]e™""dp
0 0

je rjeSenje toplinske jednadzbe.
Iz (6) 1 poCetnog uvjeta(2) slijedi:

+oo

@) u(x,0)= [ [A(p)cos px+B(p)sin pxldp = f(x)
Odakle je:
1 +oo 1 +oo
(®) A(p)=—[ f()cos pvdv , B(p)=— [ f(v)sin pvdv.
7 T,
Pa je:

u(x,0) =l JT.[ f(v)cos(px—pv)dv}dp
A 0 [—oo
(6) postaje:

u(x,t)= 1 JFT f f(v)cos(px— pv)e‘”z”ztdv}dp
7 C

—o0

Uz pretpostavku da moZemo promijeniti poredak integracije dobivamo:

1 T T 2.2
©) u(x,t)=— j f(v)ﬂ[ e 7" cos(px— pv)dp}dv
7 —oo 0
Unutra$nji integral raCunamo pomocu formule:
(10) '[ e cos2bsds = ﬁ e’
0 2
Za s= Cp\/; i b=""Y imamo da izraz (10) postaje:

2C\/;

4o _(x—v)2

j e 7" cos(px— pv)dp = ———¢ 4

0 2et

UvrStavajuci to u izraz (9) dobivamo:

—(x-v)?

(1T) 17 e
, — 4ct d
u(x,t) —2C\/;t:[of(v)e v

Konac¢no, uvodenjem nove varijable integracije:



vV—X

2C\/;

w=

dobivamo:

(12) u(x,1) :%T Fx+2wed)e™ dw

Ako je f{x) ograni¢ena na [1 $$ i integrabilna na svakom kona¢nom segmentu moZe se
dokazati da je (12)S$rjesenje toplinske jednadZzbe$(1) koje zadovoljava pocetni uvjet (2).



